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1 Introduction

M とN を Riemann等質空間G/K の部分多様体とする。一方のM は固定したままも
う一方のN を Lie群Gの元 gの作用によって動かし、共通部分M ∩ gN について部分多
様体としての不変量 I(M ∩ gN)を考える。このとき、G上の積分

∫

G
I(M ∩ gN)dµG(g)

の値を表す等式は kinematic formulaと呼ばれている。例えば、vol(M ∩ gN)を被積分関
数としたときは Poincaréの公式と呼ばれ、実空間形の場合積分値はM とN の体積の積
の普遍定数倍になることが知られている (see [8])。また、Chern [3]と Federer [4]によっ
て次のような顕著な kinematic formulaが示されている。

定理 1.1. 0 ≤ 2l ≤ p + q − nと仮定する。このとき定数 c(n, p, q, l, i)が存在して、Rn内
の p次元と q次元の部分多様体M とN について

∫

I(Rn)
µ2l(M ∩ gN)dg =

l∑

i=0

c(n, p, q, l, i)µ2i(M)µ2(l−i)(N)

が成り立つ。ここで、µ2lはWeylの管状近傍公式に現れる積分不変量である。

後に、Howard [5]は第二基本形式に関する不変多項式から部分多様体の積分不変量を定
義し、M とN のそれぞれの接空間全体の集合がGによって推移的に移りあうとき、これ
らの積分不変量に関する kinematic formulaはM とN の積分不変量によって表されるこ
とを示した。また、その証明の過程においてG上の積分をK 上の積分に帰着させている
ことから、線形イソトロピー表現が同値な等質空間においては同様な kinematic formula
が成立することを示し、これを積分幾何学における “Transfer Principle” (転送原理)と呼
んだ。

Two point homogeneous spaceは線形イソトロピー群が原点における接空間内の超球
面に推移的に作用することから、Howardによる意味で任意の超曲面に関する kinematic
formulaはM とN の積分不変量によって表されるはずである。しかしそれらの具体的な
表示を与えることは自明でない。本講演では transfer principleの一般化について議論し、
two point homogeneous space内の超曲面に関するいくつかの kinematic formulaは実空
間形の場合の表示を転送することによって得られることを示す。
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2 The kinematic formula and the transfer principle

ここではHoward [5]によって与えられたRiemann等質空間における kinematic formula
の定式化に関する主張とその証明において本質的となる generalized kinematic formulaに
ついて簡単に解説する。

Gを Lie群とし、K はそのコンパクト部分群であるとする。Gに左不変かつK の右か
らの作用で不変な計量があるとき、G/K は Riemann等質空間になる。G/K の原点 oに
おける接空間を T = To(G/K)で表すことにする。

定義 2.1. V を T の部分空間とする。G/K の部分多様体 M の各点 x ∈ M に対して
(gx)∗V = TxM となる gx ∈ Gが存在するときM を V 型部分多様体と呼ぶ。

T の部分空間 V に対してベクトル空間 II(V ) を次で定義する。

II(V ) = {V × V −→ V ⊥ ; symmetirc bilinear form}

原点 oにおいて V を接空間として持つG/Kの部分多様体の第二基本形式は II(V )の元に
なる。V を固定するKの元のなす部分群をK(V )で表す。K(V )は次のようにして II(V )
に作用する。k ∈ K(V )と h ∈ II(V )について

(kh)(u, v) = k∗
(
h(k−1

∗ u, k−1
∗ v)

)
(u, v ∈ V ) (2.1)

II(V )はベクトル空間であるからその上の多項式を考えることができ、II(V )上の多項式P
が

P(kh) = P(h) (∀k ∈ K(V ), ∀h ∈ II(V ))

を満たすときK(V )不変であると言う。
PがK(V )不変でありM がG/Kの V 型の部分多様体であるとき、各点 x ∈ M におい

て P(hM
x )を

P(hM
x ) = P(hg−1

x M
o )

によって定めると、これは gx ∈ Gの選び方によらない。これにより、Pに関するM の積
分不変量 IP(M)を

IP(M) =
∫

M
P(hM

x )dµM (x) (2.2)

によって定義することができる。ただし、積分の収束は仮定する。
上では積分不変量を定義するためにM が T のある部分空間 V について V 型の部分多

様体であることが必要であった。次に V 型とは限らない一般の部分多様体について積分不
変量を定義するために次のように第二基本形式を拡張する。

Riemann多様体 Sの部分多様体M に対して

HM
x (u, v) = hM

x (Pu, Pv) (u, v ∈ TxS)

で定まる対称双線形写像HM
x : TxS × TxS −→ TxS を x ∈ M におけるM の extended

second fundamental formと呼ぶ。ここで、P は TxSから TxM への直交射影を表す。

EII(T ) = {T × T −→ T ; symmetric bilinear form}
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とおく。K(V )が II(V )に作用するのと同様にKはEII(T )に作用する。PがEII(T )上の
K 不変な多項式であるとき、G/K の部分多様体M の積分不変量 IP(M)を (2.2)と同様
にして定義することができる。
以上の準備の下でHowardによる一般のRiemann等質空間における kinematic formula

は次のように述べることができる。

定理 2.2 (Howard [5]). G/KをRiemann等質空間としGはユニモジュラー Lie群である
と仮定する。PはEII(T )上のK不変な l次同次多項式であるとする。さらに、V とW は
dimV + dim W ≥ dim(T )となる T の部分空間で

∫

K
σ(V ⊥, k∗W⊥)1−ldµK(k) < ∞ (2.3)

を満たすものとする。このとき、次の条件を満たす有限個の組 (Qα,Rα) が存在する。

(1) 各Qαは II(V )上のK(V )不変同次多項式

(2) 各Rαは II(W )上のK(W )不変同次多項式

(3) 各 αについて
degQα + degRα = l

(4) 任意の V 型部分多様体M とW 型部分多様体N について
∫

G
IP(M ∩ gN)dµG(g) =

∑
α

IQα(M)IRα(N) (2.4)

が成り立つ。

ここで、σ(V ⊥, k∗W⊥)は部分空間 V ⊥ と k∗W⊥ の間の角度を表す。条件 (2.3)は積分
の収束に関する条件であり、実空間形の場合 l ≤ dim(V ) + dim(W )− dim(T ) + 1ならば
この条件を満たす。

定理 2.2を説明するためにさらにいくつかの定義と補題を必要とする。0 ≤ p ≤ nとして

IIp(T ) = {(V, h) | V ∈ Grp(T ), h ∈ II(V )}
とおく。Grp(T )は T 内の q次元部分空間全体のなすGrassmann多様体を表す。(V, h) ∈
IIp(T )と V + W = T なる T の部分空間W に対してGW (V, h) ∈ EII(T )を

GW (V, h)(u, v) = P V
W (h(Pu, Pv)) (u, v ∈ T )

によって定める。ここで、P V
W は V を kernelとする T から (V ∩W )⊥ ∩W への射影であ

り、P は直交射影 T −→ V ∩W を表す。GW (V, h)をW による (V, h)の geodesic section
と呼ぶ。

定義 2.3. p + q ≥ nとして、(V, h1) ∈ IIp(T ), (W,h2) ∈ IIq(T ) と EII(T )上のK 不変な
多項式 P について

IPK(V, h1,W, h2) =
∫

K
P

(
Gk−1∗ W (V, h1) + GV (k−1

∗ W,k−1h2)
)

σ(V ⊥, k−1
∗ W⊥)dµK(k)

を定義する。ただし、積分の収束は仮定する。
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補題 2.4. 定理 2.2の設定の下で次の条件を満たす有限個の組 (Qα,Rα) が存在する。

(1) 各Qαは II(V )上のK(V )不変同次多項式

(2) 各Rαは II(W )上のK(W )不変同次多項式

(3) 各 αについて
degQα + degRα = l

(4) 任意の h1 ∈ II(V )と h2 ∈ II(W )について

IPK(V, h1,W, h2) =
∑
α

Qα(h1)Rα(h2)

が成り立つ。

定理 2.2の設定の下でM はG/Kの V 型の部分多様体であり、N はW 型の部分多様体
であるとするとする。各点 x ∈ M と y ∈ N に対してそれぞれ ξ∗V = TxM, η∗W = TyN

となる ξ, η ∈ Gをとる。ここで

IPK(V, hM
x ,W, hN

y ) := IPK(V, hξ−1M
o ,W, hη−1N

o )

とおくと、定義 2.3よりこれは ξ, η ∈ Gのとり方に依存しないことが分かる。このとき次
が成り立つ。

補題 2.5. (generalized kinematic formula)
∫

G
IP(M ∩ gN)dµG(g) =

∫

M×N
IPK(V, hM

x ,W, hN
y )dµM×N (x, y)

補題 2.4と補題 2.5より定理 2.2を得る。さらに、これらの議論から次の結論を得る。

The trasfer principle. 定理 2.2の設定の下G′はGと同じ次元のユニモジュラー Lie群
であるとする。また、K ′はKと同じ次元のG′のコンパクト部分群で vol(K) = vol(K ′)で
あるとする。さらに、Lie群の同型写像 ρ : K −→ K ′と等長線形同型写像 ψ : T −→ T

で
ψ ◦ k∗ = ρ(k)∗ ◦ ψ (∀k ∈ K) (2.5)

を満たすものが存在すると仮定する。
V ′ = ψV, W ′ = ψW とおくと写像 ψから次の線形同型写像が誘導される。

II(V ) −→ II(V ′), II(W ) −→ II(W ′), EII(T ) −→ EII(To′(G′/K ′))

同様に、これらのベクトル空間上の多項式環の間の同型写像も誘導される。多項式 Pのこ
の同型写像による像をP ′で表すことにする。条件 (2.5)より ρK(V ) = K ′(V ′), ρK(W ) =
K ′(W ′) となり、ψから誘導される多項式環の同型写像はそれぞれ不変多項式環の同型を
与える。これにより、G/Kにおいて (2.4)の kinematic formulaが成り立つならば、G′/K ′

の任意の ψV 型部分多様体M ′ と ψW 型部分多様体 N ′ について次が成り立つことが分
かる。 ∫

G′
IP

′
(M ′ ∩ gN ′)dµG′(g) =

∑
α

IQ
′
α(M ′)IR

′
α(N ′)
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次にG/Kが実空間形でGが等長変換群である場合を考える。このときKは直交群O(T )
になりK(V ) = O(V )×O(V ⊥)となる。補題 3.4よりK(V )不変な II(V )上の奇数次の同
次多項式は存在しない。次の多項式W2l は II(V )上の 2l次の不変同次多項式として知ら
れている。

W2l(h) =
∑

1≤i1,i2,...,i2l≤p
p+1≤k1,k2,...,kl≤n

det




hk1
i1i1

hk1
i1i2

. . . hk1
i1i2l

hk1
i2i1

hk1
i2i2

. . . hk1
i2i2l

...
...

. . .
...

hkl
i2l−1i1

hkl
i2l−1i2

. . . hkl
i2l−1i2l

hkl
i2li1

hkl
i2li2

. . . hkl
i2li2l




これらの多項式はあるシリンダーの第二基本形式について 0になる不変同次多項式として
特徴づけられる。G/K の部分多様体M について積分不変量 µ2l(M)を

µ2l(M) = IW2l(M)

で定義する。これらの積分不変量 µ2lについて定理 1.1が成り立つ。実は transfer principle
により Chern-Federer formulaは実空間形において成立する。定数 a(p, q, n, k, l)の値は
Chern [3]およびNijenhuis [7] によって与えられている。
次数 2のK(V )不変同次多項式の空間は

Q1(h) =
∑

1≤i,j≤p
p+1≤k≤n

(
hk

ij

)2
, Q2(h) =

∑

p+1≤k≤n


 ∑

1≤i≤p

hk
ii




2

によって張られる。さらに、2 ≤ p ≤ n− 1のときこれら 2つの多項式は独立になる。幾
何学的にはQ1(h)は第二基本形式のノルムの 2乗であり、Q2(h)は平均曲率の p2倍であ
る。しかし、次のように基底を取り替えたほうが都合がいい。

W2 = Q2 −Q1, Up = pQ1 −Q2

これらを使って 2次の積分不変量に関する kinematic formulaは次のように表される。

命題 2.6. 2 ≤ p+ q−nと仮定する。このとき、定数 a(p, q, n)と b(p, q, n)が存在して、実
空間形G/Kの任意の部分多様体MpとN qについて次の kinematic formulaが成り立つ。

∫

G
IW2(M ∩ gN)dg = a(p, q, n)IW2(M)vol(N) + a(q, p, n)vol(M)IW2(N)

∫

G
IUp+q−n(M ∩ gN)dg = b(p, q, n)IUp(M)vol(N) + b(q, p, n)vol(M)IUq(N)

定数 a(p, q, n)および b(p, q, n)の値は [6]において決定した。

Upは p次元部分多様体の umbilic pointにおいて 0になる 2次の不変同次多項式として
特徴づけられる。さらに、積分不変量

IU
p/2
p (M) =

∫

M

(Up(hM
x )

)p/2
dµM (x)

はWillmore-Chen不変量と呼ばれ、p次元部分多様体の共形不変量として知られている。
(see [1], [2], [9])
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3 Two point homogeneous spaces

ここでは Two point homogeneous spaceの定義と基本的な性質およびその分類につい
て復習する (see [10])。

定義 3.1. Sを連結Riemann多様体とする。d(x1, y1) = d(x2, y2)となる任意の xi, yi ∈ S

に対して gx1 = x2, gy1 = y2となる S の等長変換 g ∈ Isom(S)が存在するとき S を two
point homogeneous spaceと呼ぶ。

定義 3.2. SをRiemann多様体とし、x ∈ Sに対して

Isom(S)x = {g ∈ Isom(S) | gx = x}

とおく。Isom(S)xは Tx(S)内の単位球面に作用するが、この作用が推移的であるとき S

は x ∈ M において isotropicであるという。さらに、Sが全ての点において isotropicであ
るとき Sは isotropicであるという。

次の命題はよく知られた事実である。

命題 3.3. Sは連結な Riemann多様体であるとする。このとき次の条件は同値である。

(1) Sは two point homogeneous space

(2) Sは isotropic

(3) Sは Euclid空間又は rank 1対称空間

K(V ) (resp. K)は (2.1)によって II(V ) (resp. EII(T ))に作用するので T に −idで作
用する元は II(V ) (resp. EII(T ))へも−idで作用する。したがって次を得る。

補題 3.4. S = G/K を two point homogeneous spaceとする。ただし、Gは Sの等長変
換群であると仮定する。このとき、K(V ) (resp. K)の作用で不変な II(V ) (resp. EII(T ))
上の奇数次の同次多項式は存在しない。

4 Poincaré formula in two point homogeneous spaces

命題 4.1 (Howard [5]). G/Kを n次元 two point homogeneous spaceとし、MpとNn−1

をその部分多様体とする。このとき次が成り立つ。
∫

G
vol(M ∩ gN)dg =

vol(K)vol(Sp−1)vol(Sn)
vol(Sp)vol(Sn−1)

vol(M)vol(N)

Two point homogeneous spaceでは線形イソトロピー群が接空間内の球面には推移的に
作用するが、実空間形以外の場合 rank 2以上のGrassmann多様体には推移的に作用しな
い。したがって、定理 4.1は定理 2.2の外になっている。しかし、補題 2.5においてK上の
積分を球面上の積分に帰着させることによって球面の対称性から定理 4.1は明らかである。
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5 Transferred kineamtic formulae in two point homoge-

neous spaces

G/K を n次元の two point homogeneous spaceとする。G/K は isotropicであるから
v ∈ T についてK(v) = {k ∈ K | k∗v = v}とおくと、K/K(v)は Sn−1と homotheticに
なる。
Pを直交群O(T )の作用で不変なEII(T )上の多項式とする。このとき、(V, h1) ∈ IIp(T )

と (W,h2) ∈ IIn−1(T ) に対して

IPK(V, h1,W, h2)

=
∫

K
P

(
Gk∗W (V, h1) + GV (k∗W,kh2)

)
σ(V ⊥, k∗W⊥)dµK(k) (5.6)

と定義していた。これはK がコンパクトであることから従う。
h(r) ∈ II(W )をW に接してその点が主曲率 rの umbilic point となる超曲面の第二基

本形式とする。これは形式的に II(W )の元を考えているだけであって、このような超曲面
の存在は問題にはならない。つまり、II(W )を (n− 1)次の対称行列全体の空間と同一視
したとき、h(r) = rIn−1とおくこととに等しい。h(r) ∈ II(W )はK(v)作用による不動点
であることを注意しておく。

[k] = [k′] ∈ K/K(v)とすると、g ∈ K(v)が存在して k′ = kgとなる。したがって (5.6)
において h2 = h(r)の場合を考えると

P
(
Gk′∗W (V, h1) + GV (k′∗W,k′h(r))

)
σ(V ⊥, k′∗W

⊥)

= P
(
Gkg∗W (V, h1) + GV (kg∗W,kgh(r))

)
σ(V ⊥, kg∗W⊥)

= P
(
Gk∗W (V, h1) + GV (k∗W,kh(r))

)
σ(V ⊥, k∗W⊥)

となる。これは、K をK/K(v)上のK(v)をファイバーとする principal fiber bundle と
思うと、(5.6)の被積分関数は各ファイバー上で一定であることを意味している。よって、
K 上の積分はK/K(v)上の積分に帰着される。

IPK(V, h1,W, h(r))

= vol(K(v))
∫

K/K(v)
P

(
G[k]∗W (V, h1) + GV ([k]∗W, [k]h(r))

)

σ(V ⊥, [k]∗W⊥)dµK/K(v)([k])

=
vol(K)

vol(Sn−1)

∫

K/K(v)
P

(
G[k]∗W (V, h1) + GV ([k]∗W, [k]h(r))

)

σ(V ⊥, [k]∗W⊥)dµSn−1([k])

=
vol(K)

vol(SO(n))
IPSO(n)(V, h1,W, h(r)) (5.7)

2番目の等号はK/K(v)の不変測度を Sn−1の測度に normalizeすることによって得られ、
最後の等号はK上の積分を球面上の積分に帰着させた過程の逆をたどって SO(n)上の積
分に戻すことによって得られる。
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等式 (5.7)において dimV = dimW = n− 1として、特にP = W2 の場合を考える。K

はGrassmann多様体Grn−1(T ) に推移的に作用するので V = W = v⊥と仮定しても一般
性を失わない。このとき、補題 3.4よりK(V )不変な II(V )上の奇数次の同次多項式は存
在しないので、補題 2.4より II(V )上のK(V )不変な 2次の同次多項式Qが存在して、任
意の h1, h2 ∈ II(W ) について

IW2
K (V, h1, V, h2) = Q(h1) +Q(h2)

が成り立つ。一方、特にK = SO(n)の場合は命題 2.6であるから、これらの多項式は

IW2

SO(n)(V, h1, V, h2) = a(n− 1, n− 1, n)
(W2(h1) +W2(h2)

)

となる。したがって、(5.7)より

Q(h1) +Q(h(r)) =
vol(K)

vol(SO(n))
b(n− 1, n− 1, n)

(W2(h1) +W2(h(r))
)

となる。W2は 2次の同次多項式であり、h(r) = rIn−1であることから

Q(h1) + r2Q(h(1)) =
vol(K)

vol(SO(n))
a(n− 1, n− 1, n)

(W2(h1) + r2W2(h(1))
)

今 rは任意の実数であるから rの多項式としての各次数の係数は一致して

Q(h1) =
vol(K)

vol(SO(n))
a(n− 1, n− 1, n)W2(h1)

を得る。さらに、同様の議論が P = Un−2としたときも成り立つ。以上の議論から次の結
果を得る。

定理 5.1. G/K を two point homogeneous spaceとし、M とN をその実超曲面とする。
このとき、次の kinematic formulaが成立する。∫

G
IW2(M ∩ gN)dµG(g)

=
vol(K)

vol(SO(n))
a(n− 1, n− 1, n)

(
IW2(M)vol(N) + vol(M)IW2(N)

)
∫

G
IUn−2(M ∩ gN)dµG(g)

=
vol(K)

vol(SO(n))
b(n− 1, n− 1, n)

(
IUn−1(M)vol(N) + vol(M)IUn−1(N)

)

6 Problems

問題 6.1. 定理 5.1に関してより高次の積分不変量についての kinematic formulaも実空
間形の場合の formulaを転送することによって得られるだろうか？さらに、一般にK の
Grp(T )への作用のorbit equivalentクラスにおいて transfer principleが成立するだろうか？

問題 6.2. 命題 4.1においてはN は超曲面としたがもう一方のM は一般の次元でPoicaré
の公式が部分多様体の体積の積で表すことができた。では、定理 5.1の kinematic formula
についてはどうであろうか？一方のM を一般次元にした場合も二つの部分多様体の不変
量の積で表されるだろうか？
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